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ALGEBRA

Capitolul 1
GRUPURI

1.1. Lege de compozitie internd. Parte stabila

Definitia 1. Fie o multime nevida M. Se numeste lege de compozitie (internd) pe M
(sau operatie algebrica pe M sau operatie binard pe M) o aplicatie f: M x M — M.

Elementul corespunzator cuplului (perechii) (x, y) prin functia (aplicatia) f se nu-
meste compusul lui x cu y (in aceasta ordine!) si se noteaza cu f((x, y)) sau, mai sim-

pluf(x, y).
Observatie: Pentru legea de compozitie se folosesc diverse notatii: aditiva (x + y);

multiplicativd (x - y); xoy; x Lysx T y;x vy, x AV X Ay; x @y, x O y etc.
Definitia 2. Fie legea de compozitie f': M x M — M si H c M, H # &. Multimea H

se numeste parte stabila a lui M in raport cu legea f dacéd pentru orice x, y € H avem
fx,y) e H.

Exemple. 1. Adunarea si inmultirea sunt legi de compozitie pe N, Z, Q, R, C,
MAZ),M(R), M,(C).

2.Fied+ D, F(A)={g: 4 — A}. Aplicatia : F(A) x F(A) —> F(A), f(g, h)=g o
h este lege de compozitie pe F(A).

3. Fied =, P(4) = {X| X c A}. Aplicatiile f, g : P(4) x P(4) = P(A), f(X, Y) =
=XUY; g(X, Y)=Xn Ysunt legi de compozitie.

4. Scaderea pe N nu este operatie algebrica. Impartirea pe N’ si Z* nu sunt operatii
algebrice.

5. Dacda avem M multime finitd (m = {a, a, ..., a,}, n € N*, n > 2, legea de com-

pozitie poate fi data prin tabla operatiei (tabla lui Cayley), astfel:

° a a) a; a,

a | aiear aieay ... aij°q; ... ap°a,
a | mear @moa ... d°4; ... @04,
a | aiear apody ... 4j°od; ... Q°a
a, | a,°ay apo°dy ... ap°d; ... a,°da




PROBLEME REZOLVATE

. . . x—y,x23,y<2
1. Fie M = {1, 2, 3, 4} si aplicatia f(x,y)= ) . Este flege de compo-
X+|x—y|, in rest
zitie?
Solutie. Avem tabla operatiei:

AW~

W N W ==
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5 4
Deoarece f(4,3) =5 ¢ M, fnu este lege de compozitie.

2.FieM=[3;5]sixey=xy—4x—4y +20, V x,y € M. Demonstrati ca ,,o” este lege

de compozitie pe M.
Solutie. Fiex,y € [3,5]. Avemx—-4 € [-1, 1];y—4 € [-1, 1] sideci (x —4)(y — 4) €
e[-1,1].Cumxoy=(x—4)(y—4)+4,atunciavemx oy € M.

3. Demonstrati ca inmultirea matricelor pe M este lege de compozitie, unde:

x 0 1-x
M=qA4(x)=| 0 0 O |xe]R\{%}.
I-x 0 x
x 0 I-x y 0 1-y
Solutie. Fiex,ye]R\{%}.AvemA(x)-A(y)z o o0 O |4 0 0 0 |=

I-x 0 «x I-y 0 vy
1+2xy—-x—y 0 —-Q2xy—x-y)
= 0 0 0 =AQ2xy—x—y+1). Trebuie demonstrat ca
-2xy—-x-y) 0 14+2xy—x—-y

I +2xy—x—y e R\ {%} Dinx,y € R\ {%} avem 2(x—%j(y—%) # 0, de unde

1
rezultd ca 2xy —x—y+ 1 # 5

4. Fie H = {x + V2 | x,yeQ,x* —2)* = 1} . Demonstrati ci H este parte stabila infi-

nita a lui R in raport cu Tnmultirea.

Solutie. Fie x, y, a, b € Q, cu X - Zy2 =1,d*-2b*=1. Avem:

t=(x+y\/§)(a+b\/§)=(ax+2by)+(ay+bx)\/§ .Cumax+2by e Q,ay + bx € Q
4



si (ax + 2by)* — 2(ay + bx)* = ™% + 4bY* — 2d5* — 2b°x° = (@° - 2b7)(x* - 2P) =1
rezultd t € H. Observam ca x=3+2«/§ e H. Atunci x*, x°, ..., x" € H,unde n e N,

Cum {x" | n € N'} = 4 este infinitd si 4  H, avem H infinita.

PROBLEME PROPUSE

1. Determinati numarul operatiilor algebrice definite pe M = {0, 1}.

2. Justificati de ce impartirea nu este operatie algebricad pe fiecare din multimile
N,Z,QR,C.

3. Justificati de ce adunarea, scaderea, Inmultirea §i impartirea nu sunt legi de compo-
zitie pe multimea numerelor irationale.
4. a) Demonstrati ca pentru orice a, b € R avem:
a+b+|a-b . a+b—la->b
#, min(a,b) =#.
2 2
b) Pe care din multimile N, Z, Q, R, C, ,,max” si ,,min” sunt legi de compozitie?

max(a,b) =

5. Demonstrati cd ,,0” este lege de compozitie in cazurile:

A)M=3,0),xoy=xy—3x—-3y+12;
c)M=1[4,6],xoy=xy—5x—5y+30;

b) M=[2,0),xoy=xy—2x—2y+6;
d)M=(6,8),xoy=xy—Tx—"Ty+56;

f) M=[3,0),x0y=2xy—6(x +y)+21;

h)M=R\{1},xoy=%(l+x+yxy).

1+2a a
b) M= la>—-1;;
—2a 1-a

1 a 2a*+2a
d)M=<10 1 4a

O M=(-1,1),x0p= "2,
1+xy
xy—2
g)Mz(fooa 1),x°y: "
x+y-3
6. Demonstrati ca ITnmultirea este lege de compozitie pe multimile:
I+5a 10a
Ay M= la>0;;
—2a 1-4a
a 0 a
OM=+]0 b O|la,pbeRy;;
a 0 a
a 0
e)M:{ ) .]|a,beR};
bi a+bi

e

i
y]|x,yeR,x2+y2¢0}.
X



7. Studiati daca multimea M este parte stabila pentru (C, -):
A)M={zeC|z*=1}; byM={zeC|lz|=1};
OM={zeC|Z=2}; dM={zeC|lz—1]=1}.

8. Demonstrati ca ,,0” este lege de compozitie in cazurile:

b
a) M= {Z J|a,beR,a¢0};AoB=AB + BA:;
a

b)M=Q\{2ixoy=x+y+ = OM=C\{I}izen=a+n—z
HM=[0,al,a>0;x0p= "2 & M=(0,00)\ {1}, x0y=x"";
1+x—2
a
HM=(1,2);xoy= 22 HZ4IH0,
2xy—3x-3y+5
100
ggM=<A(x)=|1 0 O||xeZ, x impar .
x 1 1

9. Demonstrati ci M este parte stabild a lui (M;3(R), -), unde M = {4" | n € N'} in ur-

matoarele cazuri:

010 0 0 1 0 0 0
a) A=10 0 1}§; b) A={1 0 0}; c) A= 0 0 -1].
0 00 010 -1 0 0

10. Fie M c C astfel incat 4 = {z € C | |z| = 1} < M. Stiind cd M este parte stabila fata

de adunarea numerelor complexe, demonstrati cd B < M, unde B={a + bi|a, b € Z}.

11. Fie a € Rsi legea ,,0” definitd pe R prinx oy =x + y —xy —a(x + ») + a. Determi-

nati a astfel incat H = (0, 1] sa fie este parte stabila a lui R in raport cu legea ,,0”.

12. Pe R este definita legea x c y = xy — x — y. Demonstrati ca R\ Q si Q \ Z nu sunt
parti stabile ale lui (R, o).

13. Determinati partile stabile finite ale lui R in raport cu adunarea (respectiv Inmulti-

rea) pe R.



-2
a) Demonstrati ca M este parte stabild a lui (M»(2), -).

4
14. Se considera matricea A4 = [3 j siM={x=ad +bl,|x,y € Z}.

b) Demonstrati ca exista a,, b, € Z astfel incat A" = a,4 + b,L.

. Calculati 4 = (a o b) o ¢ si

. . 0, a+be2Z+1
15. Pe Z definim legea ,,0” prina o b =

1, a+be2Z
B=ao(boc),undea, b, c € Z.

1.2. Asociativitate. Comutativitate

Definitie. Fie legea de compozitie f: M x M — M.

Legea f'se numeste comutativa daca f (x, y) =f (v, x), Vx,y € M.

Legea f'se numeste asociativa daca f'( f(x, ), 2)) =f(x, f (1, 2))), Vx, ¥,z € M.
Pentru notatia aditiva: x + y=y +x; (x +y) tz=x+(y + 2).

Pentru notatia multiplicativa: xy = yx; (xy)z = x(yz).

Exemple. 1. Adunarea si inmultirea pe N, Z, Q, R, C sunt asociative si comutative.
2. Adunarea pe M,(R) este comutativa si asociativa.

3. Inmultirea pe M,,(C) este asociativa, dar nu este comutativa.

4. Scaderea pe Z, Q, R, C nu este nici comutativa, nici asociativa.

PROBLEME REZOLVATE

1. Fie o multime M # & avand card M =n (n € N, n > 2). Determinati numarul legilor

de compozitie comutative definite pe M.
Solutie. Legea este comutativa daca tabla legii (tabla lui Cayley) este simetrica fata de

diagonala principald. Trebuie determinat numarul elementelor g; o a;, unde 1 <i <j <n.

n(n+1 . < n :
Avem 1 +2+ ... +n= % asemenea elemente. Din numdrul total n” de legi

n(n+1)

avem n 2 comutative.

2. Dati exemple de legi definite pe multimi finite:
a) comutativa, care nu este asociativa;
b) asociativa, care nu este comutativa.



Solutie. a)

e a
e a
a a
b e
a=a;

a)(boa)ca=eo ;bo

3. Determinati a, b, ¢ € R, stiind ca legea ,,o” definitd pe R prinx o y = ax + by + c,
x,y € R, este comutativa si asociativa.
Solutie. Avemxoy=yox,Vx,ye R ax+by+c=ay+bx+c,Vx,ye Rs
<a=b.Fiex,y,ze R.Avem (xoy)oz=a’x +aby + bz +ac + csixo (yoz)=
= ax + aby + b’z + bc + c. Legea este asociativa daca si numai dacd a* = a, b* = b si
ac = bc. Tripletele (a, b, c) pentru care legea este asociativa sunt (0, 0, ¢), (1, 1, ¢),
(1,0,0), (0, 1, 0). Legea este comutativa si asociativa in cazurile (0, 0, ¢) si (1, 1, ¢).

a 0 a
4.Fie M ={A(a)=|0 1 allaecR’

a 0 a

a) Demonstrati ca ,,-” pe M este asociativa si comutativa.
32 0 32

b) Rezolvati ecuatia 4"(a)=| 0 1 0 |,undea € Z.

32 0 32

2ab 0 2ab

Solutie. a) Avem A(a)-Ab)=| 0 1 0 |=A4(2ab). Cum A(2ab) = A(2ba) =
2ab 0 2ab

= A(b) - A(a) = inmultirea pe M este comutativa. Deoarece ,,-” pe M;3(R) este asocia-

tiva si M ¢ M;(R), rezulta ca Tnmultirea pe M este asociativa. Altfel, avem:
(A(b) - A(b)) - A(c) = (A(2ab)) - A(c) = A2 - 2ab - ¢) = A(4abc) = A(2a - (2bc)) = A(a) -
- A(2bc) = A(a) - (A(b) - A(c)), Y a, b, c € R".

b) 4%(a) = A(2a%), A’(a) = AQ2d’) - A(a) = A(2* - @’). Prin inductie rezulti 4"(a) =
=A(2"'d"). Avem A"(a) = A(32) < 2" 'd" = 32; (2a)" = 64 = (+2)°. Pentru (n, a) avem
solutiile (6; £1); (3; 2); (32; 1).

PROBLEME PROPUSE

1. Studiati asociativitatea si comutativitatea legilor de compozitie de la exercitiile 4, 5,
6, 8, 9 de la paragraful 1.1.



2.Fien € N, n>2si legea ,,0” definita prin x o y = {/xy :
a) In ce cazuri avem lege de compozitie?
b) Demonstrati ca, daca avem lege de compozitie, ea nu este asociativa.
c¢) Determinati doud parti stabile / — R pentru care legea este asociativa.

1.3. Element neutru. Element simetrizabil

Definitia 1. Un elemene e € M se numeste element neutru pentru legea de compozi-
tief: MxM—> Mdacaf(x,e)=f(e,x)=x,VxeM.

Pentru notatiile aditiva sau multiplicativa, elementele neutre se noteaza cu 0, res-
pectiv 1, si se numesc elementul nul (sau elementul zero), respectiv elementul unitate.

Exemple. 1. Pentru (N, +), (Z, +), (Q, +), (R, +), (C, +) avem e = 0.
2. Pentru (N, -), (Z, -), (Q, -), (R, -), (C, -) avem e = 1.

3. Pentru (P(4), W) avem e = . Pentru (P(4), N) avem e = 4.

4. Pentru (F(A4), o) avem e = 14 (functia identicd a multimii 4).

5. Pentru (M, ,(C), +) avem e = 0,,, (matricea nuld).

6. Pentru (M,(C), -) avem e = [, (matricea unitate).

Teorema 1. Dacd o lege de compozitie admite un element neutru, atunci acesta este
unic.

Definitia 2. Fie f o lege de compozitic pe M ce admite elementul neutru e. Un ele-
ment x € M se numeste simetrizabil in raport cu legea f daca exista x' € M astfel incat
[, x)=f(x\x) =e.

In notatia aditiva, x’ se numeste opusul/ lui x i se noteaza cu —x.

In notatia multiplicativa, x’ se numeste inversul lui x si se noteazi cu x .

Teorema 2. Fie ¢ : M x M — M o lege de compozitie asociativd. Dacd x € M este
simetrizabil, atunci simetricul sau x’ este unic.

Exemple. 7. Orice numar din Z, Q, R, C admite opusul —x.

8. Pentru (N, +) avem un singur element simetrizabil (pe 0).

9. Orice x # 0 din Q, R, C admite inversul x™' = l

X
10. Pentru (N, -), doar 1 este inversabil. Pentru (Z, -), doar 1 si —1 sunt inversabile.

11. Singurele matrice 4 din M,,(C) inversabile sunt cele cu det 4 # 0.

Teorema 3. Fie legea de compozitie asociativa si cu element neutru f': M x M — M.
Daca x, y € M sunt simetrizabile si au simetricele x’ i y', atunci x o y §i x' sunt simetri-

zabile si avem (x o y)' =y'ox’; (x) = x.
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